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1. Calcular el conmutador [ak, a†
q]

Sabemos que los operadores ak y a†
k están definidos en la ecuación (70.4) como

ak = (fk, ϕ), a†
k = −(f∗

k , ϕ) (1)

con los productos definidos por la ecuación (69.2)

(fk, ϕ) = i

∫
(f∗

k ∂tϕ − ϕ∂tf
∗
k )d3x⃗. (2)

Usando esto, podemos reescribir el conmutador como[
ak, a†

q

]
=
ï
i

∫
(f∗

k (t, x⃗)∂tϕ(t, x⃗) − ϕ(t, x⃗)∂tf
∗
k (t, x⃗))d3x⃗, −i

∫
(fq(t, y⃗)∂tϕ(t, y⃗) − ϕ(t, y⃗)∂tfq(t, y⃗))d3y⃗

ò
=

∫ ß
f∗

k (t, x⃗)fq(t, y⃗)[∂tϕ(t, x⃗), ∂tϕ(t, y⃗)] − ∂tf
∗
k (t, x⃗)fq(t, y⃗)[ϕ(t, x⃗), ∂tϕ(t, y⃗)]

−f∗
k (t, x⃗)∂tfq(t, y⃗)[∂tϕ(t, x⃗), ϕ(t, y⃗)] + ∂tf

∗
k (t, x⃗)∂tfq(t, y⃗)[ϕ(t, x⃗), ϕ(t, y⃗)]

™
d3x⃗d3y⃗ (3)

por lo que nos queda todo en función de cuatro conmutadores fundamentales;

[∂tϕ(t, x⃗), ∂tϕ(t, y⃗)] = 0, [ϕ(t, x⃗), ϕ(t, y⃗)] = 0,

[ϕ(t, x⃗), ∂tϕ(t, y⃗)] = −[∂tϕ(t, x⃗), ϕ(t, y⃗)] = iδ(3)(x⃗ − y⃗)

Aplicando estos conmutadores podemos simplificar la ecuación (3) de la siguiente manera

[
ak, a†

q

]
=

∫ ß
− i∂tf

∗
k (t, x⃗)fq(t, y⃗)δ(3)(x⃗ − y⃗) + if∗

k (t, x⃗)∂tfq(t, y⃗)δ(3)(x⃗ − y⃗)
™

d3x⃗d3y⃗

= i

∫ ß
− ∂tf

∗
k (t, x⃗)fq(t, x⃗) + f∗

k (t, x⃗)∂tfq(t, x⃗)
™

d3x⃗ = (fk, fq)

de forma que el conmutador de a y a† se corresponde con el producto de las funciones f . Estos productos
ya los conocemos, usando los resultados de la fórmula (70.3) podemos escribir

[
ak, a†

q

]
= (fk, fq) = δ(3)(k⃗ − q⃗) (4)

De forma completamente análoga se demuestran los conmutadores

[ak, aq] = −(fk, f∗
q ) = 0,

î
a†

k, a†
q

ó
= −(f∗

k , fq) = 0 (5)
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2. Demostrar las fórmulas (72.2)
La primera ecuación que tenemos que demostrar es el producto

(f, g)∗ = −(f∗, g∗) (6)

Empecemos por el lado derecho, usando la definición (69.2)

−(f∗, g∗) = −i

∫
(f∂tg

∗ − g∗∂tf)d3x⃗ = −i

∫
(f∗∂tg − g∂tf

∗)∗d3x⃗ = −i

Å∫
(f∗∂tg − g∂tf

∗)d3x⃗

ã∗

=
Å

i

∫
(f∗∂tg − g∂tf

∗)d3x⃗

ã∗
= (f, g)∗

La segunda ecuación que debemos demostrar es

(f, g) = −(g∗, f∗) (7)

Pero, junto con la ecuación previa esto se puede escribir de forma completamente equivalente como

(f, g) = (g, f)∗ (8)

Para demostrar esta equivalencia solo tenemos que darnos cuenta que la primera ecuación, si intercam-
biamos f y g nos dice que

(g, f)∗ = −(g∗, f∗)

Para demostrar esta ecuación de nuevo empezaremos por el lado derecho;

(g, f)∗ =
Å

i

∫
(g∂tf

∗ − f∗∂tg)d3x⃗

ã∗
= −i

∫
(g∂tf

∗ − f∗∂tg)∗d3x⃗ = −i

∫
(g∗∂tf − f∂tg

∗)d3x⃗

= i

∫
(f∗∂tg − g∂tf

∗)d3x⃗ = (f, g)

Demostrando así la segunda ecuación.
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